


um modelo multi-hipergeométrico para o número de bastardos atrás descritos. Não concordando com a ar-
gumentação apresentada, pareceu-nos vantajoso apresentar e comentar modelos de contagem de uma forma
coordenada, procurando chamar a atenção para as relações existentes entre diversos modelos distintos, e sempre
que possível para os padrões de aleatoriedade que podem transmitir.

A - Modelo de Poisson e associados

Em muitos problemas de Matemática o recurso a aproximações de primeira ordem é uma forma expedita e
singularmente eficiente de resolver as questões. O modelo de Poisson é um exemplo disso, quando pretendemos
proceder a contagens pondo a aleatoriedade a nosso serviço.

As hipóteses simplificadoras que usamos para desenvolver um modelo de contagem elementar e eficiente
são: estacionaridade dos incrementos (que corresponde a acreditar na regularidade do processo que gera o que
queremos contar), independência dos incrementos em janelas de observação disjuntas (admitimos que não há
um "derrame" de informação de uma zona para outra), e linearidade local da probabilidade de uma observação
em janelas de tamanho infinitesimal: não só banimos a possibilidade de haver ocorrências coincidentes, como
admitimos que a probabilidade de uma ocorrência isolada numa janela medindo dA é

lP' (XA+dA - XA = 1) = ÀdA + o(dA).

Estas três hipóteses são quanto basta para desenvolver um modelo para o número de ocorrências numa janela
de observação de tamanho A:

{
k k = O, 1, ...

XA = _ -ÀA (>'A)k
Pk - e k!

Neste modelo, lE(XA) = ÀA, o comportamento médio é linear. No que segue vamos considerar A = 1 (janela
de observação de tamanho unitário).

O modelo de Poisson é então adequado quando queremos modelar o número de ocorrências mim processo
cujo comportamento médio é "estável" 2: número de abelhas que regressam à colmeia durante períodos de
5 minutos, número de glóbulos vermelhos em cada cela de um hemacímetro, número de camarões que se
recolhe num camaroeiro de determinado tamanho num tanque de um viveiro, número de ninhos de determinada
espécie que existe em determinada área. É a tradução simples da nossa fé na regularidade, e consequente
predictibilidade, dos fenómenos. Se pegarmos em punhados de arroz e os "semearmos" enquanto percorremos
uma sala, a configuração que esperamos que resulte tem um padrão de aleatoriedade que corresponde a contagens
de Poisson. O modelo de Poisson é também uma bitola no que respeita a dispersão, porque v~c~~)= 1: Se

v~(h) > 1 (como acontece com variáveis binomiais negativas) dizemos que Y é um modelo sobredisperso, se

v:ch) < 1 (como é o caso de modelos de contagem binomiais) dizemos que Y é um modelo subdisperso.

É decerto natural usar x para estimar À (é, de facto, a estimativa de verosimilhança máxima da taxa À).
Apesar de ter suporte infinito, a Poisson pode ser perfeitamente adequada para modelar uma contagem

necessariamente fínita". Naturalmente, nessas situações a classe CN mais à direita deve ser interpretada como
correspondendo à cauda X ~ N.

Alternativamente podemos preferir um modelo truncado à direita de N, admitindo que por razões físicas
k > N não é observável. O modelo resultante dessa truncatura tem função massa de probabilidade

• lP'(X=k)
v, = lP' (X :::;N)

>.k

- k! k-01 N- -N--' , -, , ... , .E-*j=l J.

Uma forma eficiente de estimar À, no modelo truncado, é resolver a equação de máxima verosimilhança

N y
2:)x-j)-., =0
j=O J.

2 Recorde que o modelo de Poisson surge naturalmente como aproximação das contagens binomiais - número de sucessos em
n provas de Bernoulli -, Xn ~ Binomial(n,Pn)' quando os valores esperados lE(Xn) = npn ~ À.

3 É aliás uma observação que serve para qualquer modelo com variância finita cr2: denotando /1- = E (X), desigualdade de
Chebycheff estabelece que lP' [IX - /1-12: ka

2
] :S 7' e consequentemente a probabilidade fora de (/1-- k a, /1-+ k o) é negligível; no

caso de modelos com dispersão moderada, o referido intervalo é decerto adequado à amplitude dos dados reais.



o que é bastante facilitado por recurso às tabelas de Cohen (1961). Moore (1954) sugeriu como alternativo o
- x 'estimador À = L --:r;;- , onde m representa o número de contagens inferiores a N - 1. E o estimador que usamos

j
na secção 3, uma vez que é centrado e bastante mais simples de calcular.

Há muitas vantagens matemáticas em usar o modelo de Poisson. Por exemplo, não se altera, a menos do valor
médio, claro, por filtragem binomial (que alguns preferem designar thinning, e outros rarefação), uma forma
simples de modelar o espectáculo da natureza, que tem que apostar tantas vezes na profusão das oportunidades
para assegurar o número escasso de sucessos que mantém o equilíbrio ecológico. No caso concreto que nos ocupa,
suponha-se que o número de oportunidades de adultério (encontrar um macho que não é o seu parceiro social,
numa situação em que não há competição entre eles) que uma das fêmeas em estudo tem pode ser modelado
por X ~ Poisson(Àl), que a probabilidade de essa oportunidade ser aproveitada é P1, e que a probabilidade
de que essa cópula origine de facto um bastardo é P2, independentemente do que acontece em qualquer outra
ocorrência. O modelo para o número de bastardos dessa fêmea é X; ,.-..PoisSon(À1P1P2), com valor médio
lE (Xr) = À1P1P2 < À1 = lE(X), uma rarefação resultante de nem todas as oportunidades serem concretizadas
ou, mesmo que concretizadas, fecundas.

Acima usámos a expressão "uma das fêmeas em estudo". Na subsecção B discutimos como incorporar
variabilidade individual no modelo geral, obtendo um modelo mais disperso do que o de Poisson.

Se X e Y forem variáveis aleatórias independentes de Poisson, a soma também é Poisson. Por outras
palavras, a "adição" de informação pode ser feita de forma muito simples, apenas há que mudar o parârnetro
(basta pensar que a taxa é o valor médio, e que o valor médio da soma é a soma dos valores médios) - para
perceber a vantagem, basta atentar que a média é a mais usada das estatísticas.

Um corolário imediato desta constatação mostra que o modelo binomial, geralmente apresentado como con-
tagem de sucessos em provas independentes com probabilidade de sucesso constante (provas de Bernoulli), surge
naturalmente por condicionamento de uma parcela Poisson no resultado da soma de Poissons independentes:
Se X; ~ Poisson(Àk)' independentes, então

x; I r ,.-.. Binomial (s, ~)
L: X.=$ L x

j=1 J j=1 J

(Este resultado, que pode ser generalizado mostrando que a multinomial surge como condicionamento de uma
parcela Poisson multivariada no resultado da soma de Poissons multivariadas independentes, está na base
da análise de tabelas de contingência e testes de ajustamento do qui-quadrado. Demonstrações simples dos
resultados que referimos encontram-se em Pestana e Velosa, 2002.)

Neste estudo sobre bastardia, admitindo que nos ocupamos de ninhos com um número X f + Yf = s de
descendentes de uma das fêmeas, onde Xf ~ Poisson(ÀlPlP2) e Yf ~ Poisson(p3), independentes, modelam
respectivamente o número de crias "bastardas" e o número de crias "legítimas", o modelo para o número de
bastardos é X, = XI I x +Y =$ ~ Binomial (s, À À)P'+i ). É por isso que na secção 3 investigamos a

I I )P)P2 2P3
possibilidade de ajustar um modelo binomial aos dados - com resultados desencorajadores, como veremos.

É fácil estabecer um resultado análogo sobre binomiais independentes com o mesmo parâmetro P (proba-
r

bilidade de sucesso em cada uma das provas de Bernoulli): se X; ~ Binomialiru ; p), e N = L nj, tem-se
j=l

Xl + ... + Xn rr-; Binomial(N,p) e X; I r »<: Hipergeométrica(N, s, 7fk), onde 7fk = -lt.
L: X.=s

j=1 J

Assim, também a hipergeométrica - geralmente apresentada como modelo para a contagem de sucessos em
situações de dependência decorrentes de extracções sem reposição, uma forma de dependência moderada em
que se observa permutabilidade - pode ser considerada uma parente mais afastada da Poisson. Neuhâuser et
ai. (2001) propõem um modelo multi-hipergeométrico para o número de bastardos nos ninhos, o que pode ser
consideravelmente simplificado por marginação, bastando a hipergeométrica usual para o cálculo dos valores
médios a usar no teste de ajustamento. Na secção 3 procedemos também ao estudo do ajustamento deste
modelo, com propósitos comparativos. Mas desde já apontamos que nos parece muito mais razoável admitir
que o modelo absoluto de que se parte é Poisson do que considerar que é binomial, e portanto esperamos melhor
ajustamento binomial do que hipergeométrico. De facto o ajustamento binomial é consistentemente melhor do
que o hipergeométrico, mas não é suficientemente bom (é, de facto, em geral bastante inferior ao ajustamento



por uma Poisson). Há que explorar outros padrões de aleatoriedade para encontrar modelos suficientemente
bons, e sobretudo tentar ligar esses padrões de aleatoriedade de uma forma convincente com o que estamos a
tentar modelar.

Uma observação ainda sobre hipergeométrica, binomial e Poisson: são os três modelos de contagem mais
elementares, que correspondem de forma muito natural a contagem de sucessos em ex-tracções sem reposição
(dependentes, permutáveis), contagem de sucessos em extracções com reposição (independentes), e em situação
de regularidade do número esperado por janela de observação. O modelo hipergeométrico é o mais complexo,
com três parâmetros, o binomial tem apenas dois parâmetros (se estamos a extrair com reposição, torna-se
irrelevante a dimensão da população), e o de Poisson fica completamente caracterizado por um parâmetro, a
taxa ou número médio de observações na janela de tamanho unitário. Em situações muito comuns podemos
aproximar a hipergeométrica pela binomial, mais simples: se a dimensão da amostra n «N, onde N denota
a dimensão da população, torna-se irrelevante fazer amostragem com ou sem reposição. Também sucessões
de binomiais convergem em distribuição para uma Poisson apropriada, desde que a sucessão de valores médios
estabilize, lE(X

n
) = nPn ----.. À > 0, e assim podemos aproximar a Binomial(n,p) por uma Poisson(np), com

n-oo
probabilidades mais simples de calcular, se o número de provas n for suficientemente elevado e a probabilidade
de sucesso em cada prova for moderada (em termos práticos, o mínimo entre o número esperado de sucessos
e o número esperado de insucessos for> 5). Naturalmente, com este processo de aproximações, a informação
vai-se perdendo: se X -r--; Poisson(À) com À = np, Y ~ Binomial(n, p) e W ~ Hipergeométrica(N, n, p),

N-n
var(W) = np(l - p) N _ 1 < var(Y) = np(l - p) < var(X) = À = np.

Mas há ainda razões mais profundas para as Poissons serem favoritas entre os modelos discretos: são os
tijolos com que se constroem as variáveis infinitamente divisíveis, a classe de leis limites de somas de parcelas
apropriadamente centradas e reduzidas por forma a cada uma delas ter uma contribuição negligível. É assunto
que não pretendemos aqui explorar, deixamos apenas esta nota breve sobre a importância estrutural deste
modelo na construção de modelos aditivos mais gerais. E já que a modelação é o cerne da questão: Os modelos
exprimem a nossa fé na organização, nos padrões permanentes e necessários que são obscurecidos pelo aparente
caos superficial das experiências concretas, contingentes e mutáveis. A sua riqueza provém da sua generalidade''
( lia little inaccuracy saves tons o] explanation", escreveu Saki), e dos infinitos modelos que podemos conceber
naturalmente retemos os que têm a capacidade de traduzirem de forma simples e geral padrões complexos, e
que cumulativamente são matematicamente tratáveis, permitindo ir mais longe na compreensão dos fenómenos
pela manipulação simbólica e reexpressão dos seus resultados em termos interpretativos da realidade.

As propriedades da Poisson que acima referimos mostram a excelência deste modelo, no contexto das ca-
racterísticas que acima advogamos como apelativas, que plenamente justificam o seu protagonismo entre as
variáveis discretas, nomeadamente em situações em que simplificámos a ponto de considerar que a aleatoriedade
é tão regular como o espalhar do grão pelo semeador. Nas subsecções que seguem veremos como introduzir
modelos que possam ter em linha de conta padrões de aleatoriedade mais complexos, nomeadamente decorrentes
de variabilidade individual, ou de uma tendência para clusters de bastardos em alguns ninhos, uma forma de
concentração mitigada pelo equilíbrio entre tensões contraditórias.

B - Modelos para Sobre-Dispersão: Blnomiais Negativas como Misturas Gama de Poissons

O modelo geométrico - e, mais geralmente, o modelo binomial negativo de que o geométrico é um mero caso
particular - podem constituir alternativas interessantes, mais dispersas, ao modelo Poisson, quando se quer
ter em linha de conta variabilidade individual. Poderia, assim, ser apropriado para modelar a variabilidade dos
padrões de comportamento sexual das diferentes fêmeas.

4 O acesso generalizado a recursos computacionais, que hoje consideramos sofisticados, tem levado a um investimento grande em
"modeloscada vez mais próximos da realidade", havendo quem advogue uma abordagem revolucionária ao ensino da Probabilidade e
da Estatística, tendo como linha de força a utilização de programas como o MathLab para obter respostas por simulação (P. J. Nahin
(2000), Duelling Idiots and other Probability Ptizzlers, Princeton Univ. Press, por exemplo, tomou essa opção nas universidades
de Virginia e New Hampshire). O mais velho de nós, que por isso mesmo pode ser um velho do Restelo (quando tiver dinheiro
para lá comprar uma casa, para já tem que se contentar em ser um velho de Almada ... ), considera que dentro de limites muito
estritos essa abordagem é interessante, mas não pode substituir - nem deve anteceder - uma formação sólida na utilização dos
modelos clássicos, sobretudo porque constrói modelos tão próximos das situações concretas que não são depois transferíveis para
outras situações (claro que o conhecimento é transferível, e por isso nem tudo se perde), e que não há ciência do particular. Os
mais novos acham-se demasiado novos para terem convicções, ou acham que não é prudente expressar convicçõesdivergentes das
do outro.



Seja X ,-...Poisson(>..) o modelo que descreve o número de bastardos de uma fêmea

X= { k
Pk =

k = 0,1, ...
-À

e
>..k

k!

(var(X) = lE(X) = A). Podemos agora admitir variabilidade individual no número médio de bastardos de cada
fêmea, supor que para a população Y ,-... Poísson(A), que caso a caso X é o valor observado de uma variável
aleatória A,-... Exponencíal(8), i. e. com função de distribuição

8> O.

Neste modelo hierárquico Y I A ,-...Poísson(A), A,-... Gama(8)

lE(Y) = lE[lE(Y I A)] = lE(A) = 8

e
2

var (Y) = E [var(Y I A)] + var [lE(Y I A)] = E (A) + var (A) = 8 + 8 .

Obtemos assim um modelo sobredisperso, var (Y) > var (X), claramente mais adequado no caso de haver maior
diversidade.

À
1 -õComo i,(>..) = "8 e 1(0,=)(>"),

+00
lP'(Y = k) = / e-À

o

1 /+00 ( Y ) k _y dy 1 (J) k

= 8 k! 1 + i e 1 + i = 1 + 8 1 + 8 '
o

o

k = 0,1, ...

ou seja Y ,-... Geométrica ( l!O ,O). É esta derivação que leva alguns autores a considerarem a geométrica (e
mais geralmente a binomial negativa, que se obtém usando como misturadora uma gama com o mesmo índice
1/) uma "Poisson mais dispersa" .

No caso geral, quando ambos os parâmetros são desconhecidos, o método dos momentos é adequado:

_ x
p= -2

S

_2
- x

e k=-,--=:.s -x

Como alternativa, o método médía-e-jrequêncía-de-zeros equaciona valor médio e probabilidade de O com
média e frequência observada de zeros:

k'

io = (p*) k* = ln io
lnp*

e
. 1-p*

k ---=x
p* '

bt d . ~ 1-p' - 1-p' - ~ p' _~ d P* 1-p' P' ho en o-se asSIm ln p' p' = x {==} p' ln p* - ln ia {==} ln(l+P*) = ln ia ,on e = p' . Iegorsc

(1990) recomenda, tal como Berkson (1980), estimação pelo qui-quadrado mínimo, para amostras de dimensão
n :2: 20, por o estimador ser menos enviesado do que os de verosimilhança máxima ou método dos momentos.

Por razões práticas e de interpretabilidade, usamos aproximações naturais para ú ; ainda que a binomial
negativa esteja definida para índices 1/ :2: O, e a binomial negativa truncada em zero para valores de 1/ :2: -1,
veja-se na secção 6 os comentários sobre a distribuição de Engen (1974) e na secção 5 sobre a logarítmica quando
1/ -+ O. Por isso, quando ií ;::::::O, usamos a logarítmica translatada X-L

Truncar a cauda direita da binomial negativa é uma opção interessante, mas não se conhecem bons métodos
de estimação dos parâmetros. No caso de truncarmos a geométrica à direita de s, obtendo massas de probabi-

k

lidade Pk = p (l-p) s+1 , k = O, ... , s, a estimativa de verosimilhança máxima de p satisfaz a equação
l-(l-p)

~_t _x k n_('-s_+----'l ),-(,-l_--:-'sf;.-;!_s = O,
p j=l 1 - P 1 - (1 - p)



que resolvemos numericamente em cada caso de interesse.

c- Agregação e o Modelo Logarítmico

Não se pode presumir de num ninho não haver bastardos que a passarinha é fiel ao seu companheiro social.
Pode mesmo ser muito promíscua, mas as relações extra-conjugais não serem férteis.

É frequente só podermos ver uma parte da realidade. Por exemplo, há fêmeas de insectos que pousam em
folhas adequadas para alimentar as suas larvas, e aí depositam ovos. Se não houver ovos numa folha, ficamos sem
saber se lá pousou ou não alguma dessas fêmeas. Em compensação, quando ficamos decerto a saber que pousou
é porque observamos ovo(s), e em geral mais do que um. A cegueira parcial é compensada por observação
múltipla nos outros casos. Vamos descrever um modelo de contagem que se presta a descrever este tipo de
aglomeração (clustering).

ve E (0,1), tem-se o desenvolvimento ln(l - e)
00 ek- L T' Pode assim definir-se a família de variáveis

k=l
aleatórias

w -{e -

k k = 1,2, ...
1 ek

Pk=-ln(l-e)k (O<e<l)

Tem-se v;~~)) = 1+& ' o que mostra que este modelo é sobredisperso ou subdisperso consoante e > 1- ~

ou e < 1- ~ (esta situação é a mais interessante: tem-se assim um modelo com suporte infinito e que é
subdisperso). Para e = 1 - ~' var(ltVe) = lE(We), como na Poisson.

A dedução de Fisher et al. (1943) da variável aleatória logarítmica mostra que é o limite fraco de uma
sucessão de binomiais negativas truncadas em zero com índice v -+ 0, e assim também está associada, mais
remotamente, à Poisson.

Mostraram eles que se num lote o número de espécies de que há exactamente um indivíduo é n1, se denotarmos
k

o índice de diversidade fr = ~' então o número de espécies de que há k indivíduos é aproximadamente 01: '
k = 2,3, .... Em geral a distribuição logarítmica proporciona bom ajustamento a dados de contagem quando
existe alguma dinâmica de agrupamento (clustering), como é o caso de número de bactérias em cada colónia,
número de moradores por habitação, número de crias numa ninhada, número de sementes em cada gomo de
laranja.

A estimativa de verosimilhança máxima de e é a solução ê de

e- -x(1 - e) ln (1 - e) - ,

que pode ser facilmente calculada com um algoritmo numérico adequado, por exemplo o método de Newton-
-Raphson.

Truncando à direita de s, obtém-se o modelo logarítmico truncado

{

k
• k

W = t
tL

j=1 :J

k= 1, ... ,s

A estimativa de verosimilhança máxima de e é a solução de

e (1 - e')
--~-s~~.- =x,
(l-e) L ~

j=l J

que pode ser calculada usando as tabelas de Patil and Wani (1965). Para os nossos propósitos é ainda mais
simples equacionar momentos populacionais com os correspondentes momentos empíricos, obtendo a expressão
explícita



, n k

onde m
k

= ~ L z . é o k-ésimo momento amostral.
j=1 J

Naturalmente, no nosso estudo vamos translatar a variável por forma a ter ° no suporte, X
X· = W· -1; é equivalente a somar uma unidade a cada observação, usar xk + 1em vez de xk·

Uma observação relevante: no modelo truncado o espaço de parâmetros pode ser consideravelmente ampli-
ado, de e = (O, 1) para e* = (0,00). De facto, \Ia > °

vF-1 e

k = 1,2, ...

é uma variável aleatória.

Excepção feita da hipergeométrica, todas as outras distribuições que descrevemos a partir do modelo de
Poisson são distribuições potência (power Zaws), cf. Johnson et al. (1992, p. 81), no sentido em que a expressão
analítica da função massa de probabilidade contém potências cuja base é o parâmetro populacional, e o expoente
o valor assumido pela variável aleatória. As distribuições potência têm um papel importante na modelação de
fenómenos dinâmicos, nos quais os efeitos de escala contribuem para a auto-organização. Mais uma razão, a nosso
ver, para preterir o modelo hipergeométrico, que se obtém num esquema repetido de adição/condicionamento
de parcela na soma, que neste contexto de modelação do número dos bastardos nos parece apenas artificioso.

D - Famílias de variáveis discretas

Na descrição das três secções precedentes, usámos a Poisson como um modelo gerador de outros modelos
discretos, usando operações de truncatura, mistura, condicionamento na soma. Há infinitos modelos discretos,
mas a função da modelação é simplificar, o que a nosso ver tem duas vertentes: proporcionar expressões simples
para ao cálculo de probabilidades, momentos, estimativas, estatísticas, por um lado; viabilizar a invenção
de relações não evidentes entre fenómenos, o que deriva de haver relações matematicamente simples entre os
modelos.

Não é por acaso que associados ao modelo Poisson surgem binomiais, binomiais negativas, binomiais e
logarítmicas (para nos limitarmos a modelos discretos). Se pensarmos na família {Xo. (3} de variáveis aleatórias
cujas funções massa de probabilidade verificam a expressão recursiva

Pn+l = a + _(3_
P; n+ 1

n = 0, 1, ... ,

em geral atribuída a Panjer (1981), mas já usada por Katz (1965), multiplicando ambos os membros de
(n+1)Pn+1 =naPn + (a + (3)Pn por sn+1 e somando para n = 0,1, ... conclui-se que a função geradora
de probabilidades verifica a equação diferencial

P'(s)
P(s)

a+(3
l-as'

cujas possíveis soluções absolutamente monótonas com P(l) = 1 são:

1. P(s) = 1, caso a = (3 = 0, correspondente a Xo,o = 0, a variável degenerada em O.

(3(8-1)
2. P(s) = e se a = ° (e então necessariamente (3 > O), donde XO,(3 ~ Poisson((3).

0+13

3. P(s) = (1~:S) o ; Xo,(3 ,........ BinomialNegativa (0!{3 , 1 - a) se a E (O, 1) e a + (3 > O.

-(1+~)

4. P(s) = (1 - -fL + -fL s) se a < ° e _fi E N+ e X ~ Binomial (-1 - fi -fL).o-I o-I o ' 0,(3 o ' o-I



Veja-se em Rolski et alo (1999) uma demonstração alternativa de que as únicas variáveis não degeneradas cujas
massas de probabilidade verificam a relação de Panjer são as binomiais negativas, a Poisson, e as binomiais.

Se relaxarmos a condição, admitindo que Po = O e exigindo que a recorrência se dê apenas para n > 1.
P"+l = Ú + n!l n = 1,2, . ; . , a equação funcional para a função geradora de probabilidades
p"

(1 - os) P'(s) - (o + (3) P(s) = P,

tem um conjunto de soluções consideravelmente mais vasto, entre as quais a binomial negativa generalizada de
Engen (1974) de que aN ,..--..,Logarítmica(ú) é um caso limite, quando ú E (0,1) e ú+{3 = 05. Mais precisamente,
verificam a expressão recursiva P,,+l = Ú + /3+1 n = 1,2, ... , as variáveis aleatórias cuja função geradora de

P" n

[
P(O») ( ) -P(O)-l' 1 ,sendo P s uma das funçoesprobabilidades P(s) é da forma P(s) = T + (1 - T)P(S), onde T E

geradoras de probabilidades

1.
_0;+8

l-(l-as) cx (binomial negativa truncada em O se ú E (O, 1) e (3 > -ú; binomial negativa generalizada_ Q!l3
l-(l-a)

de Engen, truncada em O, se ú E (O, 1] e {3E (-2ú, -ú); Logarítmica(ú) se -{3 = ú E (O, 1) - a variável
aleatória logarítmica é o limite de uma sucessão de binomiais negativas truncadas em O, com índices a
tender para O).

2. e-~í3 (ei3S - 1) (Poisson truncada em O, se ú = O e ú + {3 --> O (3 > O);
l-e

- (1+~)
3. (l-as) -1 (binomial truncada em O, se ú < O e -~ E N).-(1+.!!.) ~

(l-a) Q-1

Velosa (2002) estendeu ainda consideravelmente estas classes, definindo uma família continuamente
parametrizada de leis infinitamente divisíveis discretas que contém, como casos particulares, as misturas de
geométricas e as misturas de Poissons. Observando as frequências relativas i, observadas, se não for desra-

,. ( (k+1) f ). (k+l) fzoavel considerar os pontos k, f
k

k+l alinhados, f
k

k+l ~ mk + b, podemos usar esse ajustamento

linear como diagnóstico inspirador de que modelo usar: ã = m, fj = b - m.

Mais uma vez, a hipergeométrica fica excluída. Por outro lado é interessante notar que se dispõe desta
forma de um riquíssimo manancial de padrões de aleatoriedade, que permitem modelar situações que vão da
aleatoriedade da Poisson, que pode ser metaforizada pelo espalhar de sementes pelo semeador, sem qualquer
restrição, à aleatoriedade descrita pela logarítmica truncada com e = 1, em que k Pk = C. Esta é a lei de Zipf
(Adamic, 2001), que traduz um equilíbrio entre duas tensões, e que tem sido usada com sucesso para modelar
riqueza vocabular de escritores (tensão entre vocabulário próprio, individual, e vocabulário colectivo usado pela
sociedade em que se inserem), grandes e pequenas urbes (tensão entre as vantagens e desvantagens da agregação)
em países de constituição recente, localização de grandes espaços comerciais, sucesso de sites da Nei, etc. Não
seria inesperado encontrar bons ajustamentos com a logarítmica ou com a logarítmica truncada: o adultério
deve ser, também, uma questão de oportunidade, de abundância de machos livres nas vizinhanças do território
em que habita a fêmea, e assim o número de bastardos decorreria de um equilíbrio entre disponibilidade (geral)
e oportunidade (desigual), entre as vantagens de trazer diversidade genética à descendência, e a necessidade de
manter uma organização socialmente monogâmica, mais favorável à protecção e alimentação das crias.



PROBABILIDADE E ADULT~RIO: MODELOS DE CONTAGEM EM BIOMETRIA I TIAGO MARQUES, DINIS PESTANA, SILVIO VELOSA

AUTOR(ES):

PUBLICAÇÃO:
DESCR. FlsICA:

COLECÇÃO:
BIBLIOGRAFIA:

ISBN:

Marques, Tiago A.; Pestana, Dinis Duarte, co-autor; Velosa, Sílvio, co-autor

Lisboa: Univ. Centro de Estatística e Aplicações, 2002
18t.: iI.; 30cm

Notas e comunicações; 32

Bibliografia, t. 18

972-8628-73-0




