





o que é bastante facilitado por recurso as tabelas de Cohen (1961). Moore (1954) sugeriu como alternativo o
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estimador A = ) —
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i onde m representa o numero de contagens inferiores a N — 1. E o estimador que usamos
na secgao 3, uma vez que é centrado e bastante mais simples de calcular.

H4 muitas vantagens matemaéticas em usar o modelo de Poisson. Por exemplo, nao se altera, a menos do valor
médio, claro, por filtragem binomial (que alguns preferem designar thinning, e outros rarefagdo), uma forma
simples de modelar o especticulo da natureza, que tem que apostar tantas vezes na profuséo das oportunidades
para assegurar o niimero escasso de sucessos que mantém o equilibrio ecolégico. No caso concreto que nos ocupa,
suponha-se que o nimero de oportunidades de adultério (encontrar um macho que néo é o seu parceiro social,
numa situagdo em que ndo hé competicdo entre eles) que uma das fémeas em estudo tem pode ser modelado
por X —~ Poisson()1), que a probabilidade de essa oportunidade ser aproveitada é pi, e que a probabilidade
de que essa cépula origine de facto um bastardo é p,, independentemente do que acontece em qualquer outra
ocorréncia. O modelo para o nimero de bastardos dessa fémea é X, —~ Poisson(A1p1p2), com valor médio
E(X,) = A\ipip2 < A1 = E(X), uma rarefacéo resultante de nem todas as oportunidades serem concretizadas
ou, mesmo que concretizadas, fecundas.

Acima usidmos a expressao “uma das fémeas em estudo”. Na subsec¢do B discutimos como incorporar
variabilidade individual no modelo geral, obtendo um modelo mais disperso do que o de Poisson.

Se X e Y forem varidveis aleatdrias independentes de Poisson, a soma também é Poisson. Por outras
palavras, a “adigdo” de informacdo pode ser feita de forma muito simples, apenas hd que mudar o parémetro
(basta pensar que a taxa é o valor médio, e que o valor médio da soma é a soma dos valores médios) — para
perceber a vantagem, basta atentar que a média é a mais usada das estatisticas.

Um coroldrio imediato desta constatacao mostra que o modelo binomial, geralmente apresentado como con-
tagem de sucessos em provas independentes com probabilidade de sucesso constante (provas de Bernoulli), surge
naturalmente por condicionamento de uma parcela Poisson no resultado da soma de Poissons independentes:
Se X, — Poisson(},), independentes, entdo
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(Este resultado, que pode ser generalizado mostrando que a multinomial surge como condicionamento de uma
parcela Poisson multivariada no resultado da soma de Poissons multivariadas independentes, estd na base
da andlise de tabelas de contingéncia e testes de ajustamento do qui-quadrado. Demonstragdes simples dos

resultados que referimos encontram-se em Pestana e Velosa, 2002.)

Neste estudo sobre bastardia, admitindo que nos ocupamos de ninhos com um nimero X; -+ Y; = s de
descendentes de uma das fémeas, onde X; —~ Poisson(A,p,p,) e Y5 —~ Poisson(p,), independentes, modelam
respectivamente o nimero de crias “bastardas” e o numero de crias “legitimas”, o modelo para o nimero de
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bastardos é X, Xy | X, +Y,=s Binomial (s, XL +)\2p3) E por isso que na secgdo 3 investigamos a

possibilidade de ajustar um modelo binomial aos dados — com resultados desencorajadores, como veremos.
E fécil estabecer um resultado andlogo sobre binomiais independentes com o mesmo parimetro p (proba-
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bilidade de sucesso em cada uma das provas de Bernoulli): se X, ~ Binomial(n,, p), e N = ) n,, tem-se
=1
X, +---+X_ ~ Binomial(N,p) e X, [i e Hipergeométrica(N, s, ), onde 7, = ENE-
. =8
=17

Assim, também a hipergeométrica — geralmente apresentada como modelo para a contagem de sucessos em
situagoes de dependéncia decorrentes de extrac¢des sem reposi¢dao, uma forma de dependéncia moderada em
que se observa permutabilidade — pode ser considerada uma parente mais afastada da Poisson. Neuhduser et
al. (2001) propdéem um modelo multi-hipergeométrico para o nimero de bastardos nos ninhos, o que pode ser
consideravelmente simplificado por marginagdo, bastando a hipergeométrica usual para o cdlculo dos valores
médios a usar no teste de ajustamento. Na seccdo 3 procedemos também ao estudo do ajustamento deste
modelo, com propdsitos comparativos. Mas desde j4 apontamos que nos parece muito mais razodvel admitir
que o modelo absoluto de que se parte é Poisson do que considerar que é binomial, e portanto esperamos melhor
ajustamento binomial do que hipergeométrico. De facto o ajustamento binomial é consistentemente melhor do
que o hipergeométrico, mas néo é suficientemente bom (é, de facto, em geral bastante inferior ao ajustamento



por uma Poisson). H4 que explorar outros padres de aleatoriedade para encontrar modelos suficientemente
bons, e sobretudo tentar ligar esses padrdes de aleatoriedade de uma forma convincente com o que estamos a
tentar modelar.

Uma observacao ainda sobre hipergeométrica, binomial e Poisson: s@o os trés modelos de contagem mais
elementares, que correspondem de forma muito natural a contagem de sucessos em extrac¢oes sem reposicéo
(dependentes, permutéveis), contagem de sucessos em extraccoes com reposicao (independentes), e em situagao
de regularidade do nimero esperado por janela de observagao. O modelo hipergeométrico é o mais complexo,
com trés parametros, o binomial tem apenas dois parametros (se estamos a extrair com reposi¢ao, torna-se
irrelevante a dimensao da populacdo), e o de Poisson fica completamente caracterizado por um parametro, a
taxa ou nimero médio de observagdes na janela de tamanho unitdrio. Em situacdes muito comuns podemos
aproximar a hipergeométrica pela binomial, mais simples: se a dimensao da amostra n < N, onde N denota
a dimensdo da populagdo, torna-se irrelevante fazer amostragem com ou sem reposi¢do. Também sucessdes
de binomiais convergem em distribui¢cdo para uma Poisson apropriada, desde que a sucessao de valores médios
estabilize, E(X ) =np, S A > 0, e assim podemos aproximar a Binomial(n,p) por uma Poisson(np), com

probabilidades mais simples de calcular, se o niimero de provas n for suficientemente elevado e a probabilidade
de sucesso em cada prova for moderada (em termos préticos, o minimo entre o nimero esperado de sucessos
e o numero esperado de insucessos for > 5). Naturalmente, com este processo de aproximacoes, a informacéo
vai-se perdendo: se X —~ Poisson(A) com A = np, Y ~ Binomial(n, p) e W ~ Hipergeométrica(N, n, p),

N —n

var(W) = np(1 — p) N: T < var(Y) = np(l — p) < var(X) = A = np.

Mas hé ainda razdes mais profundas para as Poissons serem favoritas entre os modelos discretos: séo os
tijolos com que se constroem as varidveis infinitamente divisiveis, a classe de leis limites de somas de parcelas
apropriadamente centradas e reduzidas por forma a cada uma delas ter uma contribuicio negligivel. E assunto
que ndo pretendemos aqui explorar, deixamos apenas esta nota breve sobre a importancia estrutural deste
modelo na construcao de modelos aditivos mais gerais. E ja que a modelagéo é o cerne da questdo: Os modelos
exprimem a nossa fé na organizacdo, nos padrées permanentes e necessarios que sao obscurecidos pelo aparente
caos superficial das experiéncias concretas, contingentes e mutaveis. A sua riqueza provém da sua generalidade*
( “a little inaccuracy saves tons of explanation”, escreveu Saki), e dos infinitos modelos que podemos conceber
naturalmente retemos os que tém a capacidade de traduzirem de forma simples e geral padrées complexos, e
que cumulativamente sao matematicamente tratdveis, permitindo ir mais longe na compreensao dos fenémenos
pela manipulagao simbélica e reexpressdo dos seus resultados em termos interpretativos da realidade.

As propriedades da Poisson que acima referimos mostram a exceléncia deste modelo, no contexto das ca-
racteristicas que acima advogamos como apelativas, que plenamente justificam o seu protagonismo entre as
variaveis discretas, nomeadamente em situagoes em que simplificdmos a ponto de considerar que a aleatoriedade
é tao regular como o espalhar do grdo pelo semeador. Nas subsecgbes que seguem veremos como introduzir
modelos que possam ter em linha de conta padroes de aleatoriedade mais complexos, nomeadamente decorrentes
de variabilidade individual, ou de uma tendéncia para clusters de bastardos em alguns ninhos, uma forma de
concentracao mitigada pelo equilibrio entre tensées contraditérias.

B — Modelos para Sobre-Dispersiao: Binomiais Negativas como Misturas Gama de Poissons

O modelo geométrico — e, mais geralmente, o modelo binomial negativo de que o geométrico é um mero caso
particular — podem constituir alternativas interessantes, mais dispersas, ao modelo Poisson, quando se quer
ter em linha de conta variabilidade individual. Poderia, assim, ser apropriado para modelar a variabilidade dos
padrdes de comportamento sexual das diferentes fémeas.

4O acesso generalizado a recursos computacionais, que hoje consideramos sofisticados, tem levado a um investimento grande em
“modelos cada vez mais préximos da realidade”, havendo quem advogue uma abordagem revolucionéaria ao ensino da Probabilidade e
da Estatistica, tendo como linha de forga a utilizacdo de programas como o MathLab para obter respostas por simulacdo (P. J. Nahin
(2000), Duelling Idiots and other Probability Puzzlers, Princeton Univ. Press, por exemplo, tomou essa op¢io nas universidades
de Virginia e New Hampshire). O mais velho de néds, que por isso mesmo pode ser um velho do Restelo (quando tiver dinheiro
para ld comprar uma casa, para ja tem que se contentar em ser um velho de Almada ... ), considera que dentro de limites muito
estritos essa abordagem ¢ interessante, mas ndo pode substituir — nem deve anteceder — uma formagao sélida na utilizagdo dos
modelos classicos, sobretudo porque constréi modelos tdo préximos das situagdes concretas que ndo sdo depois transferiveis para
outras situagdes (claro que o conhecimento é transferivel, e por isso nem tudo se perde), e que nao ha ciéncia do particular. Os
mais novos acham-se demasiado novos para terem convicgdes, ou acham que nao é prudente expressar convicgdes divergentes das
do outro.



Seja X —~ Poisson()\) o modelo que descreve o nimero de bastardos de uma fémea

k k=0,1,...
X = A )\k
P.= € I

(var(X) = E(X) = A). Podemos agora admitir variabilidade individual no nimero médio de bastardos de cada
fémea, supor que para a populagao Y —~ Poisson(A), que caso a caso A é o valor observado de uma varidvel
aleatéria A ~ Exponencial(f), i. e. com func¢éo de distribuicao

AN =(1- e_%> (A,  6>0.

Neste modelo hierdrquico Y | A ~ Poisson{A), A ~ Gama(9)
EY)=EEXY |A)]=EA)=4¢

var (Y) = E[var(Y | A)] +var [E(Y | A)] =E(A) +var (A) =6+ .

Obtemos assim um modelo sobredisperso, var (Y') > var (X), claramente mais adequado no caso de haver maior
diversidade.
Como f,(A) =} e-%I(ny)(/\),
+o0 x )
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ou seja Y —~ Geométrica (ﬁ ,0). E esta derivagdo que leva alguns autores a considerarem a geométrica (e

mais geralmente a binomial negativa, que se obtém usando como misturadora uma gama com o mesmo indice
v) uma “Poisson mais dispersa”.
No caso geral, quando ambos os parametros sao desconhecidos, o método dos momentos é adequado:
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Como alternativa, o método média-e-frequéncia-de-zeros equaciona valor médio e probabilidade de 0 com
média e frequéncia observada de zeros:

k™ In « 11—
7y = (") = k*= o e k A z,
In p* D*
. In f, 1—p* — 1—p* = P’ T ” 1—p* .
—do 7P P_ —_Z e = =P
obtendo-se assim ¢ == T <= g By (1P R ,onde P - Piegorsch

(1990) recomenda, tal como Berkson (1980), estimacao pelo qui-quadrado minimo, para amostras de dimensao
n > 20, por o estimador ser menos enviesado do que os de verosimilhanca méxima ou método dos momentos.

Por razdes praticas e de interpretabilidade, usamos aproximagGes naturais para 7, ainda que a binomial
negativa esteja definida para indices v > 0, e a binomial negativa truncada em zero para valores de v > —1,
veja-se na secgdo 6 os comentarios sobre a distribuicdo de Engen (1974) e na sec¢do 5 sobre a logaritmica quando
v — 0. Por isso, quando ¥ = 0, usamos a logaritmica translatada X — 1.

Truncar a cauda direita da binomial negativa é uma opgao interessante, mas nio se conhecem bons métodos
de estimacio dos pardmetros. No caso de truncarmos a geométrica a direita de s, obtendo massas de probabi-
13
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lidade p, = TR k=0,...,s, a estimativa de verosimilhanca maxima de p satisfaz a equacéo
B_ss g al+-g _,
- s+1 T
P Zl-P  1-(1-p

J



que resolvemos numericamente em cada caso de interesse.

C — Agregacao e o Modelo Logaritmico

N3zo se pode presumir de num ninho ndo haver bastardos que a passarinha € fiel ao seu companheiro social.
Pode mesmo ser muito promiscua, mas as relagdes extra-conjugais néo serem férteis.

E frequente sé6 podermos ver uma parte da realidade. Por exemplo, ha fémeas de insectos que pousam em
folhas adequadas para alimentar as suas larvas, e ai depositam ovos. Se nao houver ovos numa folha, ficamos sem
saber se 14 pousou ou ndo alguma dessas fémeas. Em compensacao, quando ficamos decerto a saber que pousou
¢ porque observamos ovo(s), e em geral mais do que um. A cegueira parcial é compensada por observacao
multipla nos outros casos. Vamos descrever um modelo de contagem que se presta a descrever este tipo de
aglomeracao (clustering).

k
GT. Pode assim definir-se a familia de varidveis
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V6 € (0,1), tem-se o desenvolvimento In(1 — §) = —

k=1
aleatorias
k o k=12,...
W, = 1 F
= 0<bo<l1
= Tha—e k¢ )
- 1 8
Tem-se v;zgy ")) = +‘1“i‘9“” , 0 que mostra que este modelo é sobredisperso ou subdisperso consoante § > 1 — 1
]

oufd <1-— % (esta situacio é a mais interessante: tem-se assim um modelo com suporte infinito e que é
subdisperso). Para § =1 — 1, var(W,) = E(W,), como na Poisson.

A deducdo de Fisher et al. (1943) da varidvel aleatdria logaritmica mostra que é o limite fraco de uma
sucessao de binomiais negativas truncadas em zero com indice v — 0, e assim também estd associada, mais
remotamente, a Poisson.

Mostraram eles que se num lote o ntimero de espécies de que hé exactamente um individuo é n,, se denotarmos

k
o tndice de diversidade a = —%‘—, entdo o nimero de espécies de que hé k individuos é aproximadamente ak() .
k =2,3,.... Em geral a distribuicao logaritmica proporciona bom ajustamento a dados de contagem quando
existe alguma dindmica de agrupamento (clustering), como é o caso de nimero de bactérias em cada colénia,
nimero de moradores por habita¢do, nimero de crias numa ninhada, nimero de sementes em cada gomo de
laranja.

A estimativa de verosimilhanca méxima de 6 é a solucao 6 de

6
T (1-6)In(1-146)

que pode ser facilmente calculada com um algoritmo numérico adequado, por exemplo o método de Newton-
-Raphson.

= T;

Truncando a direita de s, obtém-se o modelo logaritmico truncado

k k=1,...,s

A estimativa de verosimilhanca méxima de 6 é a solucao de
6(1-6")
1-6) > &
j=1

=T,

que pode ser calculada usando as tabelas de Patil and Wani (1965). Para os nossos propésitos é ainda mais
simples equacionar momentos populacionais com os correspondentes momentos empiricos, obtendo a expressao
explicita

’

m, — (s+2)m, + (s 4+ 1)m,

G- ,

F 1
m3 -sm2



onde m, =

3=

n
k - 7 .
> z, é o k-ésimo momento amostral.
j=1

Naturalmente, no nosso estudo vamos translatar a varidvel por forma a ter 0 no suporte, X = W — 1 e
X =W -1, éequivalente a somar uma unidade a cada observacdo, usar z, + 1 em vez de z, .

Uma observacgdo relevante: no modelo truncado o espago de pardmetros pode ser consideravelmente ampli-
ado, de © = (0, 1) para © = (0,00). De facto, V6 >0

é uma variavel aleatéria.

Excepgao feita da hipergeométrica, todas as outras distribui¢bes que descrevemos a partir do modelo de
Poisson sao distribuicdes poténcia (power laws), cf. Johnson et al. (1992, p. 81), no sentido em que a expresséo
analitica da func@o massa de probabilidade contém poténcias cuja base é o parametro populacional, e o expoente
o valor assumido pela varidvel aleatéria. As distribuicbes poténcia tém um papel importante na modelacao de
fenémenos dinamicos, nos quais os efeitos de escala contribuem para a auto-organizacdo. Mais uma razao, a nosso
ver, para preterir o modelo hipergeométrico, que se obtém num esquema repetido de adigio/condicionamento
de parcela na soma, que neste contexto de modelacdo do nimero dos bastardos nos parece apenas artificioso.

D — Familias de varidveis discretas

Na descricdo das trés secgbes precedentes, usdmos a Poisson como um modelo gerador de outros modelos
discretos, usando operagdes de truncatura, mistura, condicionamento na soma. H4 infinitos modelos discretos,
mas a fun¢do da modelagao é simplificar, o que a nosso ver tem duas vertentes: proporcionar expressoes simples
para ao calculo de probabilidades, momentos, estimativas, estatisticas, por um lado; viabilizar a invencao
de relacoes nao evidentes entre fendmenos, o que deriva de haver relacdes matematicamente simples entre os
modelos.

N3do é por acaso que associados ao modelo Poisson surgem binomiais, binomiais negativas, binomiais e
logaritmicas (para nos limitarmos a modelos discretos). Se pensarmos na familia { X, ,} de varidveis aleatérias
cujas fungdes massa de probabilidade verificam a expressao recursiva

Srtl g n=01,...,
P, n+1
em geral atribuida a Panjer (1981), mas jé usada por Katz (1965), multiplicando ambos os membros de

(n+1)p,., =nap, +(a+ p)p, por s"™" e somando para n = 0,1,... conclui-se que a fun¢do geradora
de probabilidades verifica a equacao diferencial

P'(s) a+p
P(s) 1-as’

cujas possiveis solucoes absolutamente monétonas com P(1) = 1 séo:

1. P(s) =1, caso a = 3 = 0, correspondente a X, , = 0, a variavel degenerada em 0.

B(s—1)

2. P(s)=¢

se a = 0 (e ent@o necessariamente 3 > 0), donde X, ; ~ Poisson(f).

a+B

3. P(s) = (11__33) ; X, s — Binomial Negativa (°+ﬁ ,1— a) sea€e(0,l)ea+[>0.

@

4. P(s) = (1—%—}-;2—18) sea<0e—§EN+,eXaﬁ/-\Binomial (—l—g —"‘—)



Veja-se em Rolski et al. (1999) uma demonstragio alternativa de que as Unicas varidveis nao degeneradas cujas
massas de probabilidade verificam a relacdo de Panjer s@o as binomiais negativas, a Poisson, e as binomiais.

Se relaxarmos a condigdo, admitindo que p, = 0 e exigindo que a recorréncia se dé apenas para n > 1.

% =a+ ni—i-l n=1,2,..., a equacdo funcional para a func¢do geradora de probabilidades

(1—as) P'(s) = (a+ B) P(s) = p,

tem um conjunto de solucdes consideravelmente mais vasto, entre as quais a binomial negativa generalizada de
Engen (1974) de que a N ~ Logaritmica(c) é um caso limite, quando a € (0, 1) e a+f8 = 0°. Mais precisamente,

verificam a expressao recursiva p;* L=a+ HL_H n=1,2,..., as varidveis aleatdrias cuja funcdo geradora de
probabilidades P(s) é da forma P(s) = 7+ (1 — 7)P(s), onde T € [1—3%)01—1, 1) , sendo P(s) uma das fungoes

geradoras de probabilidades

at+8

1, S—li=as) =77 (binomial negativa truncada em 0 se a € (0, 1) e § > —a; binomial negativa generalizada

1-(1-a) ¢
de Engen, truncada em 0, se a € (0, 1] e 8 € (—2a, —a); Logaritmica(a) se —f8 = a € (0, 1) — a varidvel
aleatéria logaritmica é o limite de uma sucessdo de binomiais negativas truncadas em 0, com indices a
tender para 0).
-8 .
2. —:—e;—g (ea - 1) (Poisson truncada em 0, sea =0ea+ 85— 0 5> 0);

- 1+§)
3. Uzes) =1 (hinomial truncada em 0, se @ <0 e —£ € N).
(1+£2) . @

(1-a) ¥

Velosa (2002) estendeu ainda consideravelmente estas classes, definindo uma famfilia continuamente
parametrizada de leis infinitamente divisiveis discretas que contém, como casos particulares, as misturas de
geométricas e as misturas de Poissons. Observando as frequéncias relativas f, observadas, se nao for desra-

k+1 . k+1 .
—(i#'l_) alinhados, (+—f)f’°ﬂ ~ mk + b, podemos usar esse ajustamento
k ke

linear como diagnéstico inspirador de que modelo usar: a =m, f=b—m.

zoavel considerar os pontos (k,

Mais uma vez, a hipergeométrica fica excluida. Por outro lado é interessante notar que se dispoe desta
forma de um riquissimo manancial de padroes de aleatoriedade, que permitem modelar situacoes que vao da
aleatoriedade da Poisson, que pode ser metaforizada pelo espalhar de sementes pelo semeador, sem qualquer
restricdo, a aleatoriedade descrita pela logaritmica truncada com 6 = 1, em que kp, = C. Esta é a lei de Zipf
(Adamic, 2001), que traduz um equilibrio entre duas tensoes, e que tem sido usada com sucesso para modelar
riqueza vocabular de escritores (tensao entre vocabuldrio préprio, individual, e vocabuldrio colectivo usado pela
sociedade em que se inserem), grandes e pequenas urbes (tenséo entre as vantagens e desvantagens da agregacao)
em paises de constituicdo recente, localizacdo de grandes espacos comerciais, sucesso de sites da Net, etc. Nao
seria inesperado encontrar bons ajustamentos com a logaritmica ou com a logaritmica truncada: o adultério
deve ser, também, uma questdo de oportunidade, de abundéancia de machos livres nas vizinhancas do territério
em que habita a fémea, e assim o nimero de bastardos decorreria de um equilibrio entre disponibilidade (geral)
e oportunidade (desigual), entre as vantagens de trazer diversidade genética & descendéncia, e a necessidade de
manter uma organizacdo socialmente monogamica, mais favordvel a proteccdo e alimentagéo das crias.
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