


Sumaério

Um exemplo simples serve de fio condutor para apresentar as funges geradoras de
probabilidade e mostrar a sua utilidade, antes mesmo de ser introduzido o formalismo
das varidveis aleatérias.

1. Introducao.

Em muitos processos industriais existem mecanismos auto-reguladores, e por isso uma
mensagem de alerta — ter sido excedido um nivel elevado, por exemplo — pode ser
ignorada se aparecer isolada, mas duas mensagens, ou mais geralmente k mensagens
consecutivas, podem tornar necessario intervir.

De um ponto de vista formal, trata-se de um problema de tempo de paragem por
reconhecimento, pela primeira vez, de um padrio especifico numa sucessao de sucessos
e insucessos.

No caso de o padrao de paragem ser a primeira observacao de dois sucessos con-
secutivos, uma relacdo natural com a sucessdo dos nimeros de Fibonacci permite a
contagem expedita do nimero de “casos favoraveis”, e quando p = q = :_1,—, o célculo
da probabilidade de o tempo de paragem T ser n, n > 2 é simples. Mas no caso
p # q a contagem dos casos favoraveis ndo proporciona um modo evidente de calcular
a probabilidade das possiveis cadeias de acontecimentos que terminam na primeira
observacgao de dois sucessos consecutivos.

O objectivo é usar uma situagao concreta para introduzir o conceito de fungdo gera-
dora e explorar a sua eficicia na resolugio de problemas aparentemente inabordaveis.
Comecamos por ver (e os detalhes sdo, necessariamente, um pouco repetitivos, mas
indispensédveis para uma ilustracio rigorosa do método) que este instrumento, no caso
p=q= % permite calcular as probabilidades pretendidas, e depois aplicamo-lo para
a resolucgdo do caso geral. O nivel da exposicao é elementar.

2. Observacao de dois sucessos e construcao recursiva do espago-amostra.

Uma coelha muito instruida resolveu contar quantos filhos vai ter até nascerem dois
machos consecutivamente, pela primeira vez.

Claro que a contagem para logo em 2 se os primeiros a nascer forem M M. Mas
pode eventualmente ser

3, se a sequéncia de nascimentos for FM M, ou

4, se a sequéncia de nascimentos for MFMM ou FFMM, ou

5, se a sequéncia de nascimentos for FMFMM ou MFFMM ou FFFMM,
etc.

Com um pouco de reflexdo é facil descrever recursivamente o espago de resultados
associado a esta experiéncia aleatoria.

De facto, qualquer sequéncia com n elementos que seja uma realizagdo daque-
le acontecimento pode ser obtida de uma de duas formas mutuamente exclusivas e
complementares:



e a partir de uma sequéncia favordvel com n — 1 elementos, antecedendo-a de F;
ou

e a partir de uma sequéncia com n — 2 elementos, antepondo-lhe o par M F.
Por exemplo, os casos correspondentes a n = 6 sdo 0s que se obtém:

e a partir dos trés casos acima arrolados para m = 5, antepondo-lhes F:
FFMFMM, FMFFMM e FFFFMM,;

e a partir dos 2 casos listados para n = 4, juntando no inicio o par MF:
MFMFMM ou MFFFMM

e 0s casos correspondentes a n = 7, procedendo analogamente:

e partindo das cadeias que atrads vimos serem favoraveis a n = 6, cons-
tréi-se FFFMFMM, FFMFFMM, FFFFFMM, FMFMFMM, e
FMFFFMM,

e partindo das cadeias para n = 5, obtém-se MFFMFMM, MFMFFMM, e
MFFFFMM.

Concluimos assim que o ntmero IV de cadeias com n crias e com as caracteristicas
requeridas verifica a relagdo recursiva

N, =N, ,+N,

n—2

, n>2.

Mas a coelha pretende saber muito mais: quer calcular a probabilidade p_ de ser
necesséario ter n filhos para conseguir aquele feito.

Suponha-se que a probabilidade de nascer um macho € p, a probabilidade de nascer
uma fémea é ¢ =1 — p.

E imediato que p, = pz, P, = pzq, P, = pzq2 + psq, mas a partir daf a questao
complica-se. Por outro lado, p, =p, =0.

Este exemplo é uma adptacdo de Kinney (1997), que apenas procede & construgao
do espago de reultados. Foi a dificuldade que inicialmente sentimos em calcular as
probabilidades dos acontecimentos elementares que nos levou a usar fungoes geradoras,
e a constatar a sua ductilidade e simplicidade, mesmo na auséncia do formalismo das
varidveis aleatérias e momentos.

3. Funcoes geradoras.

Para tornear as dificuldades, ndo hd nada como recorrer a utensilios apropriados. A
coelha resolveu usar fungoes geradoras, um instrumento de grande utilidade em
muitas dreas da Matemadtica, nomeadamente em Probabilidade.

Vamos multiplicar cada p, por t", onde t é uma varidvel auxiliar, e somar para
todos os valores possiveis. A fungdo P(t) que se obtém é chamada funcdo geradora

da sucessao {p,} _:

P(t)=) p.t.

neN



O nome, neste caso, correponde & esséncia: a funcdo geradora “gera” de facto a
sucessao {p, }HGN, no sentido em que os termos podem ser obtidos por derivacéo. No
caso de os p, serem probabilidades, que é o que mais nos interessa, por comparacao
com a série geométrica é imediato que a série é absolutamente convergente no circulo
unitario, e portanto (ugﬁformemente convergente, podendo ser derivada termo a termo,

P

obtendo-se p, = ——m@, n € N. Skellam and Shenton (1957) tratam as fungGes

geradoras de probabilidade em situagdes muito gerais. Feller (1968) usou com grande
mestria funcgoes geradoras de probabilidade para estabelecer resultados sobre passeio
aleatérioi, processos de renovamento e processos de ramificacdo, e Kerber (1999) é
uma boa referéncia actual sobre as suas multiplas utilidades.

Pela forma recursiva como se obtém os casos favoraveis a cada n > 4, temos

P, =qp,_, +pPqp,_,, n =4
e multiplicando por ¢~ e somando tem-se ent&o
antn i Z qpn_ltn + qupn_,_,tn,
n>4 n>4 n>4

e como p, =p, =0,
2 3 2 2
P(t) = p,t’ —pit =t [P(t) = put’ | +pat’ P(2).
Usando os valores ja calculados p, = D e Py = pa,

[1 —ighi= pqtz] Pit)=pt,
e podemos explicitar P(t):

p2t2
P)y= ——.
L e —

Vamos analisar o caso p =g = %, por ser particularmente simples e instrutivo.

4. Sucessao de Fibonacci e sua funcao geradora.

Comecamos por observar que hid uma forma muito elementar de o solucionar: o
método recursivo que usdmos para construir as sequéncias favordveis — isto é, as
que terminam no par M M, sem que antes esse par tivesse ocorrido — mostra que o
nimero de casos favoraveis a serem necessarios n fithos é ¢__,, n > 2, onde ¢ denota
a sucessdo de Fibonacci®, a sucesséo de ntimeros que verifica

¢n+2 =¢,+ ¢n+17

(2) Leonardo de Pisa, dito Fibonacci (c. 1175—c. 1240) foi um dos divulgadores da numeragdo érabe
no Ocidente, sendo-lhe atribuida a importagdo do 0, um passo fundamental para a o éxito do dbaco
de numeracio decimal. A reputacio de Fibonacci como “algebrista” foi grande, e decerto merecida,
sendo um dos primeiros utilizadores de res (o termo latino para “coisa”) para designar uma incégnita
a calcular. Os drabes usavam o termo equivalente chi, provavelmente a inspiragao inicial para denotar
as incégnitas x, a letra grega cujo nome é semelhante.




com condicdes iniciais ¢, = ¢, = 1.

A sucessdo dos numeros de Fibonacci foi o primeiro modelo matematico para a
evolucao de uma populagao.

Observando que os coelhos comegam a reproduzir-se bastante jovens, e que por
isso é natural esperar alguma sobreposigdo entre a vida fértil de progenitores e de
descendentes, Fibonacci construiu um modelo, admitindo para isso grandes simplifi-
cacgoes:

e O objectivo é modelar a dimensao de uma linhagem — isto é, os descendentes
de um tinico casal inicial — na n-ésima gerag3o.

e Supde-se que cada casal gera, em cada periodo fértil, um dnico casal, pelo que
o nimero de descendentes gerados em cada periodo fértil é igual ao nimero de
progenitores. Por outro lado, o primeiro periodo fértil dos descendentes coincide
com o segundo periodo fértil dos seus progenitores.

e O dono dos coelhos gosta deles tenrinhos, pelo que o que eles levam desta vida,
para além do que comem e do que bebem, é o gozo de duas épocas reprodutivas.
Por outras palavras, cada individuo é removido da populacdo depois do seu
segundo periodo reprodutivo.

Com todas estas restricdes que Fibonacci impos aos seus coelhos, a evolucdo da
populagao é facil de descrever:

n | progenitores descendentes efectivo populacional
(removidos depois de 2 ciclos) (que transita para a geragao seguinte)
0 | 1
1 [ | 1
2 1l I 2
301 Il 3
4 (I I 5
5 I (11111 8
6 W [T 13
7 TR TSRO 21

Assim, a populacao adulta que vai entrar no novo ciclo reprodutivo é constituida
exactamente pelos descendentes das duas geracOes anteriores, ¢, = ¢, , + ¢, _,,
n > 2.

E interessante anotar que o quociente entre dois termos consecutivos ¢g+1 con-
verge para um valor k£ =~ 1.61803399. Mas entdo, para valores elevados de n,

Ko ~¢ +kp, < k —k—1=0.

O limite dos quocientes dos termos consecutivos da sucessdo de Fibonacci é o inverso
-1—*‘7@ do “niimero de ouro”, que tanta importancia tem na arte ocidental. Os estudos
modernos sobre evolucao de populagoes, nomeadamente a constatagdo da importancia
do valor 1 + /5 do parametro malthusiano na equacéo de Verhulst para o estudo de



situacoes fractais e cadticas, trouxeram uma importancia acrescida a sucessdo de
Fibonacci(®.

A sucessao dos niimeros de Fibonacci tem termo geral

. (1+v5) — (1-V5)
n—1 " on \/B‘ ’
uma expressao conhecida como férmula de Binet, mas que ja aparece nas obras de

James Bernoulli e de Euler. Para estabelecer esta férmula, basta recorrer de novo ao
conceito de fungao geradora:

b, =6, ,+é. , n>2 com,=¢, =1= P,(t)—1—t=t[P,(t) — 1]+t P,(¢)

O
onde P,(t) = > ¢,t , e consequentemente

n=0
1 -1 A B
P,(t) = = = +
e 1 "t"tz (t+ 1-—2\/5) (t"‘ 1+2\/§) t+ 1-—2\/-5. t+ 1+2\/§
comA:—%eB:—\}—g.
Tem-se entao
k k
P(t)= ,
= \/_(\/——1)2( 5—1> f(f+1)z< \/_+1>
pelo que

k+1

¢, = 31\/_ {(1+\/_)

+1

+(-1)" [(-1) (1- \/3)]+] -

k+1

(1+v8) - (1-v5)
2k+1\/5

Claro que se no inicio houver c casais de coelhos, encontramos uma sucessao cujos
termos sdo c¢, . Por outro lado, sucessoes definidas pela relacdo recursiva

8. =6, 2+, n22

com q~51 # q~50 podem ser consideradas sucessdoes de Fibonacci generalizadas. Por
exemplo, procedendo como anteriormente (isto é, escrevendo a funcao geradora como
soma de fracgdes com denominador linear, e expandindo em série geométrica), a
sucessao

{én} ={1,3,4,7,11,18,... }
k>0

(3 Que de resto esteve sempre na moda, por ser uma forma natural de introduzir a espiral
logaritmica que ocorre numa grande diversidade de fendmenos naturais, desde a concha do caracol
ou do buzio & disposicdo das sementes do girassol ou a arquitectura das colmeias. Campos Rosado,
J. (1992). Dinamica de populagdes em tempo discreto, in J. Furtado Coelho, Matemdtica e Cultura
I. Cosmos, Lisboa, 5577, discute a equacdo de Verhulst no contexto de contagens de populagoes e
modelos de extingdo populacional.



tem funcdo geradora

2t+1 -1 -1
()= = +
5(0) Cl-t—tt 1B 1R
2

=‘1—2\/5 ;;(ﬁQil) C1+45 ,gi(\/;“l)

e o termo geral da sucessio é entao

~ 2

%= 751 (\/52—1> _\/§2+1 (_\/52+1> N

k+1 k41

ZZ_Z?:T [(1 +—\/5) T [0—1) (1 —-\/5)}k+1} -

k+1 k+1
(1+v5) +(1-v5)

P
E interessante observar que, com as notagodes acima,

301is — Pura = 29
De facto, é imediato que a funcdo geradora dos 3¢, ,, — qgk 4 €

9 — 10t
i espeip®’

que ¢é a funcdo geradora de uma sucessdo de Fibonacci generalizada cujos dois
primeiros termos sao 2 e 0, isto é da sucessio

2,0,2,2.4.6,10,16,26,42, ...
onde reconhecemos, a partir do termo de ordem 2, uma sucessdo cujos termos sao
2x1,2x1,2x2,2%x3,2%x5,2x8,2x13,2x21,...

(Uma forma alternativa de estabelecer o resultado: 3¢, ., — ¢; L, verifica a expressao
de recorréncia de Fibonacci, e 0s dois primeiros termos s80 3x1—-1=2e3x1-3 = 0.
Segue-se ent@o que o terceiro e o quarto termos sdo 24+0 =2 =2x1e0+2 =2 = 2x1,
e consequentemente 3¢, , — ¢;+2 =2¢,.)

Voltando entdo ao problema da coelha: admitindo que P(M) = P(F) = 1, a
probabilidade de qualquer sequéncia de comprimento n é ?17 Como hé ¢,_, se-
quéncias favoraveis ao que ela pretende, a probabilidade de ser necessério ter n fi-

5 . . . : b, _
lhos até nascerem, pela primeira vez, sequencialmente dois machos é p, = —%=%.

Um resultado simples, mas que ndo se presta a abordar a situagdo mais geral
P(M)=p+#q=P(F).
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